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Fortbildung zum Vertiefungskurs in der gymnasialen Oberstufe 
 Komplexe Zahlen 

 

Komplexe Zahlen  
Einordnung in algebraische Strukturen und geometrische Darstellung 

Spielerei oder lässt sich ℂ in mathematische Strukturen einordnen? – Körper 

Im Folgenden werden wir den Satz beweisen, dass ℂ  ein Körper ist. Hierfür müssen wir zeigen, 
dass alle geforderten Eigenschaften erfüllt sind. 

a) Welche Eigenschaften müssen erfüllt sein? 
b) Zeigen Sie, dass die Eigenschaften erfüllt sind. 

Hilfestellung 
Zeigen Sie, dass …  

… ℂ bezüglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen ist. 
… die Addition und Multiplikation in ℂ  kommutativ ist. 
… ein neutrales Element 𝑒𝑒+ ∈ ℂ für die Addition gibt. 
… zu jedem 𝑧𝑧 ∈ ℂ  ein inverses Element bezüglich der Addition gibt. 
… ein neutrales Element 𝑒𝑒⋅ ∈ ℂ \ 𝑒𝑒+ für die Multiplikation gibt. 
… zu jedem 𝑧𝑧 ∈ ℂ\ 𝑒𝑒+   ein inverses Element bezüglich der Multiplikation gibt. 
… das Assoziativgesetz in ℂ  gilt. 
… das Distributivgesetz in ℂ  gilt. 

 

a) Siehe Hinweis. 
b) Die in ℂ definierte Addition ist identisch mit der Addition im Vektorraum ℝ2 (d.h. der 

komponentenweisen Addition). Daher ist (ℂ, +) eine abelsche Gruppe mit dem 
Nullelement (0,0). Die Multiplikation ist kommutativ, und (1,0) ist ein neutrales Element. 
Es sei ein Element (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≠ (0,0) in ℂ gegeben. Dann gilt 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 > 0.  
Daher ist 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)−1 ∶= ( 𝑎𝑎
𝑎𝑎2+𝑏𝑏2

,− 𝑏𝑏
𝑎𝑎2+𝑏𝑏2

)      (3.1) 
ein wohldefiniertes Element von ℂ. Aus der Definition der Multiplikation in ℂ folgt 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)−1 = �𝑎𝑎 ∙
𝑎𝑎

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
− 𝑏𝑏 ∙

−𝑏𝑏
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

,−𝑎𝑎 ∙
𝑏𝑏

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
+ 𝑏𝑏 ∙

𝑎𝑎
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

� = (1,0) 

Somit ist jedes von Null (0,0) verschiedene Element aus ℂ bezüglich der Multiplikation 
invertierbar. Der Nachweis der Assoziativität der Multiplikation ist aufwendig. (Dies ist eine 
der eher seltenen Situationen, in denen man das Assoziativgesetz wirklich nachprüfen 
muss und es nicht von vornherein „offensichtlich“ ist).  
Man berechnet für alle (𝑎𝑎, 𝑏𝑏), (𝑐𝑐,𝑑𝑑), (𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝜖𝜖 ℂ: 

�(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ (𝑐𝑐,𝑑𝑑)� ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦)
= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏) 

und 
(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ �(𝑐𝑐,𝑑𝑑) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦)� = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑)

= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏) 
also 
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�(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ (𝑐𝑐,𝑑𝑑)� ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ ((𝑐𝑐,𝑑𝑑) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦)). 
Dies zeigt die Assoziativität der Multiplikation. Die Gültigkeit des Distributivgesetzes ergibt 
sich aus 

�(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) + (𝑐𝑐,𝑑𝑑)� ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (𝑎𝑎 + 𝑐𝑐, 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) 
= (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) 
= (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) + (𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) 

              = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) + (𝑐𝑐,𝑑𝑑) ∙ (𝑥𝑥,𝑦𝑦).      
Damit haben wir die Aussage, dass die komplexen Zahlen (ℂ, +,∙) als Erweiterung der 
reellen Zahlen (ℝ, +,∙) ein Körper sind, bewiesen. 

 
 

Spielerei oder lässt sich ℂ in mathematische Strukturen einordnen? – Reelle Zahlen 

Zeigen Sie mithilfe einer geeigneten Abbildung, dass sich ℝ in ℂ einbetten lässt. 

Leiten Sie daraus die algebraische Schreibweise 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 mit 𝑎𝑎,  𝑏𝑏 ∈ ℝ ab. 

Die Abbildung ℎ: 𝑥𝑥 ↦ (𝑥𝑥, 0) bettet ℝ in ℂ ein: 
Seien 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤 ∈ ℝ, dann gilt: 

(𝑥𝑥,  0) + (𝑤𝑤, 0) = (𝑥𝑥 + 𝑤𝑤,  0) 
(𝑥𝑥,  0) ⋅ (𝑤𝑤, 0) = (𝑥𝑥𝑥𝑥,  0) 

 
Die Abbildung ℎ: 𝑥𝑥 ↦ (𝑥𝑥, 0) ist bijektiv. Die Umkehrabbildung ist h−1: (𝑥𝑥, 0) ↦ 𝑥𝑥. 
Wir definieren 𝑖𝑖 ≔ (0,  1); Es gilt: 

 𝑖𝑖2 = (−1,  0) 
Mit der Umkehrabbildung folgt (−1,  0) → −1. 
Es folgt: 

(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (𝑥𝑥,  0) + (0, 𝑦𝑦) = 
            = (𝑥𝑥,  0) + (𝑦𝑦, 0) ⋅ (0,1) 
            = (𝑥𝑥,  0) + (𝑦𝑦, 0) ⋅ 𝑖𝑖 

 
Es gilt mit der Umkehrabbildung h−1: 

(𝑥𝑥, 0) + (𝑦𝑦, 0) ⋅ 𝑖𝑖 ↦ a + ib 
 

 

Geometische Darstellung der Komplexen Zahlen - Rechenoperation 

Betrachten Sie die Rechenoperationen in dem 
Applet.  

Welche Unterschiede bzw. Gemeinsamkeiten 
lassen sich zu den Operationen in 
ℝ2 beobachten? 

 
Die Gauß´sche Zahlenebene ist isomorph zu ℝ2: 

ℝ2 → ℂ  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
� ↦ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦); 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℝ 
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Folglich können die komplexen Zahlen als Vektoren im ℝ2  interpretiert werden, sodass 
Addition und Subtraktion denen von Vektoren entsprechen.  
 
Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl  
 
Für die Multiplikation bzw. Division gibt es kein entsprechendes Pendant. Im Gegensatz zur 
komponentenweisen Multiplikation in ℝ2 entspricht die Multiplikation einer Skalierung und 
Rotation im ℝ2 , was mit linearen Abbildungen im zweidimensionalen Raum vergleichbar ist. 

 

Geometische Darstellung der Komplexen Zahlen – Komplexe Konjugation 

Veranschaulichen Sie die komplexe Konjugation in der Gaußschen Zahlenebene. Welche 
bekannte Abbildung steckt dahinter? 

Die Komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der Achse der reellen Zahlen. 
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