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Komplexe Zahlen
Einordnung in algebraische Strukturen und geometrische Darstellung

e Spielerei oder lasst sich C in mathematische Strukturen einordnen? - Kérper

( Definition - Komplexe Zahl
Eine komplexe Zahlist ein Tupelz = (a, b), mita, b € R sind.
Addition und Multiplikation der komplexen Zahlen ist definiert als:
zy + 23 = (ay, by) + (a2, bz) = (ay + az, by + b2)
2123 = (a3, b1)(az, bz) = (a1a; — bybz,a1b; + azby)

Fir jede komplexe Zahl z = (a, b) nennen wir a den Realteil und b den Imaginérteilvon z = (a, b).
L A

Im Folgenden werden wir den Satz beweisen, dass C ein Korper ist. HierfUr missen wir zeigen,
dass alle geforderten Eigenschaften erfullt sind.

a) Welche Eigenschaften mussen erflllt sein?
b) Zeigen Sie, dass die Eigenschaften erfillt sind.

Hilfestellung
Zeigen Sie, dass ...
C bezuglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen ist.
die Addition und Multiplikation in C kommutativ ist.
ein neutrales Element e, € C fir die Addition gibt.
zu jedem z € C ein inverses Element bezlglich der Addition gibt.
ein neutrales Elemente. € C\ e, flr die Multiplikation gibt.
zu jedem z € C\ e, eininverses Element bezliglich der Multiplikation gibt.
das Assoziativgesetzin C gilt.

das Distributivgesetzin C gilt.

a) Siehe Hinweis.

b) Diein C definierte Addition ist identisch mit der Addition im Vektorraum R? (d.h. der
komponentenweisen Addition). Daher ist (C, +) eine abelsche Gruppe mit dem
Nullelement (0,0). Die Multiplikation ist kommutativ, und (1,0) ist ein neutrales Element.
Es sei ein Element (a, b) # (0,0) in C gegeben. Dann gilt a? + b? > 0.

Daher ist
a b

(a,b)7 = (s — 7272 (3.1)

ein wohldefiniertes Element von C. Aus der Definition der Multiplikation in C folgt
@) @h) " = (a2~ b m N W )= w0

’ ’ a® + b? a® + b?%’ a® + b? a? + b? ’
Somit ist jedes von Null (0,0) verschiedene Element aus C beztiglich der Multiplikation
invertierbar. Der Nachweis der Assoziativitat der Multiplikation ist aufwendig. (Dies ist eine
der eher seltenen Situationen, in denen man das Assoziativgesetz wirklich nachpruifen
muss und es nicht von vornherein ,offensichtlich® ist).
Man berechnet fur alle (a, b), (¢, d), (x,y) € C:

((a, b) - (c, d)) “(x,y) = (ac — bd,ad + bc) - (x,y)
= (acx — bdx — ady — bcy,acy — bdy + adx + bcx)

und
(@ b) ((c,d) (x,y) = (a,b) - (cx — dy,cy + dx)
= (acx — ady — bcy — bdx, acy + adx + bcx — bdy)
also
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((@b): (e, d)- (xy) = (@b)- ((c,d) ().
Dies zeigt die Assoziativitat der Multiplikation. Die Gultigkeit des Distributivgesetzes ergibt
sich aus
((a, b)+ (c,d) - (x,y)=(a+cb+d):(x,y)

= (ax+ cx — by —dy,ay + cy + bx + dx)

= (ax — by,ay + bx) + (cx — dy, cy + dx)

=(a,b)-(x,y) + (c,d) - (x, ).
Damit haben wir die Aussage, dass die komplexen Zahlen (C, +,") als Erweiterung der
reellen Zahlen (R, +,-) ein Korper sind, bewiesen.

e Spielerei oder lasst sich C in mathematische Strukturen einordnen? - Reelle Zahlen

Zeigen Sie mithilfe einer geeigneten Abbildung, dass sich R in C einbetten lasst.

Leiten Sie daraus die algebraische Schreibweise z = a + ib mita, b € R ab.

Die Abbildung h: x — (x,0) bettet Rin C ein:
Seien x,y,w € R, dann gilt:
(x, 0) + (w,0) = (x+w, 0)
(x, 0) - (w,0) = (xw, 0)

Die Abbildung h: x ~ (x, 0) ist bijektiv. Die Umkehrabbildungisth™: (x, 0) ~ x.
Wir definieren i := (0, 1); Es gilt:
i?=(-1,0)
Mit der Umkehrabbildung folgt (—1, 0) —» —1.
Es folgt:
(x,y) =(x, 0)+(0,y) =
=(x, 0) + (y,0) - (0,1)
=(x, 00+ (y,0) i

Es gilt mit der Umkehrabbildung h™*:
(x,0) + (y,0)-i—»a+ib

e Geometische Darstellung der Komplexen Zahlen - Rechenoperation

- G e e w Boavorgrovie.

Nun aber kann der Uebergang auf unendlich viele Arten ge-

_ : : Betrachten Sie die Rechenoperationen in dem
schehen: so wie man sich das ganze Reich aller reellen G
durch cine unendliche gcr_adc Linie denken kann, kann man Applet

Punct, durch Abscisse = o Ordinate = 4 bestimut. die Grose — Welche Unterschiede bzw. Gemeinsamkeiten
¢+ & gleichsam reprdsentirt. Der stetige Uebergang von einem

Werthe von x zu einem andern @ -- 47 geschieht demnach durch lassen sich zu den Operationen in
cine Linie und ist mithin auf unendlich viele Arten maglich. Ich 2
i R® beobachten?

Labnnta min daca dan Tebameal o Jo mnch euntal onh

Die GauB “sche Zahlenebene ist isomorph zu R?:
X
R? > C mit(y) ~ (x,y);x,y €ER
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Folglich kdnnen die komplexen Zahlen als Vektoren im R? interpretiert werden, sodass
Addition und Subtraktion denen von Vektoren entsprechen.

Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl
Far die Multiplikation bzw. Division gibt es kein entsprechendes Pendant. Im Gegensatz zur

komponentenweisen Multiplikation in R? entspricht die Multiplikation einer Skalierung und
Rotation im R? , was mit linearen Abbildungen im zweidimensionalen Raum vergleichbar ist.

e Geometische Darstellung der Komplexen Zahlen - Komplexe Konjugation

Veranschaulichen Sie die komplexe Konjugation in der GauBschen Zahlenebene. Welche
bekannte Abbildung steckt dahinter?

Die Komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der Achse der reellen Zahlen.
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